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Programa

Introduccidén a la teoria de grafos

Problemas de camino minimo

Problemas de flujo maximo

Grafos perfectos y sus variaciones



Unidad 1: Introduccién a la teoria de grafos



Definiciones basicas

* Un grafo G estad formado por un par (V(G), E(G)):
= V/(G) es un conjunto finito, el conjunto de vértices de G, y
= E(G) es un conjunto de pares no ordenados de vértices
distintos de G, llamados aristas, que se notan por ij o (/,J).
= Notacién:
e n=ng = |V(G)| y m= me = |E(G)]:
= Vo = V(G), Eg = E(G).

= Un grafo se dice trivial si tiene un solo vértice.

V(G)=1{1,2,3,4,5,6,7}

E(G) ={(1,2),(2,4),(2,7),(3,5),
(3.6).(4,5),(4,6),(4,7),(5,6), (6, 7)}
n=7;m=10.




Definiciones basicas

= Decimos que G es un digrafo, o un grafo dirigido, si las aristas
estdn dadas por un conjunto de pares ordenados de vértices.

‘ ’ /03 V(G) = {1,2,3,4,5,6,7)
z 1 E(G) ={(2,1),(4,2),(2,7),(3,5),
o (5,3),(3,6), (6,3),(4,5),(4,6),(7,4),
(6,5),(6,7)}



Definiciones basicas

= Decimos que G es un multigrafo si se permite que entre un
mismo par de vértices se trace mas de una arista, y un
pseudografo si se permiten aristas de tipo (v, v) (loops).




Vecindarios

= Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si
(v,w) € E(G). Decimos que v y w son los extremos de la
arista.

= E| vecindario de un vértice v en un grafo G es el conjunto
Ng(v) que consiste de todos los vértices adyacentes a v. El
vecindario cerrado de v es Ng[v] = Ng(v) U {v}.

= Notacién: si queda claro por contexto, se usa N(v) y N[v].




Grado

= El grado de un vértice v en G es la cardinalidad del conjunto
Ng(v) y se nota dg(v). Si no hay ambigiiedad, se usa d(v).

* Dado un grafo G, notamos §(G) al grado minimo y A(G) al
grado maximo entre los vértices de G.




Grado

= Un vértice v es aislado cuando N(v) = (), o equivalentemente
d(v) =0.

= Un vértice v es universal cuando N(v) = V(G) —{v}, o
equivalentemente d(v) = n — 1.

El vértice 1 es aislado en G.

El vértice 4 es universal en G — {1}.

Si G es no trivial y tiene un vértice
aislado no puede tener también uno
universal.




Grado

= Un grafo se dice regular si todos sus vértices tienen el mismo
grado.

= Un grafo se dice clibico si todos sus vértices tienen grado tres.



Grado

Teorema
ZVGV(G) d(V) = 2m

Demo: Por induccién en mg. Si mg = 0, entonces dg(v) = 0 para todo
v € V(G),yporlotanto 0=}, (g d(v) = 2m. Supongamos
m¢ > 0, y consideremos G’ obtenido a partir de G sacando una arista
cualquiera (7, /). Entonces:

|

" mg =mg—1 ‘
" dor(i) = de()) = 1y dgr () = de (i) — 1

" dg/(v) =dg(v) siv#i,j

Por hipétesis inductiva, Zvev(c,) de/(v) =2mg. Luego

de/ (i) + der(J) + Xovev(6r),vrij 96 (v) = 2me:. Reemplazando,

de(i) =1+ dc(j) = 1+ > cv(g)veij de(v) = 2(mg — 1). Es decir,
(Xvev(e) d(v)) —2=2mg — 2y porlotanto 3 .y d(v) =2mg. O



Grado

Corolario

Todo grafo clbico tiene un nimero par de vértices.

Demo: 2m = d(v) =3n. Luego 2 | n. O
veVv(G)



Complemento

= El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo
que tiene el mismo conjunto de vértices de G y tal que dos
vértices distintos son adyacentes en G si y sélo si no son

adyacentes en G.




Subgrafos

* Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V(H) C V(G)y

E(H) C E(G).
= Si V(H) = V(G), decimos que H es un subgrafo generador de
G.

* Dado un conjunto de vértices X C V(G), el subgrafo de G
inducido por X es el subgrafo H de G tal que V(H) =Xy
E(H) es el conjunto de aristas de G que tiene ambos
extremos en X.

* Notacién: Si v € V(G), G — v denota el subgrafo de G
inducido por V(G) — {v}.



[somorfismo

= Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyeccién entre
V(G) y V(H) que conserva las adyacencias. En este caso,
notamos G = H.

= Mds formalmente, G y H son isomorfos si existe
f: V(G) — V(H) biyectiva tal que (v,w) € E(G) si y sdlo si
(f(v), f(w)) € E(H).

= El isomorfismo es una relacién de equivalencia.

1 2 ? y , f(1)=7
f(2)=5

5 1 f(3)=3

4 6 2 f(4) =6
6 f(5) =4

W \A £(6) =2

5 G £ H f(7)=1




Grafos completos

= Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos
de G son adyacentes. Llamamos K, al grafo completo con n
vértices.

= K3 se llama también triangulo.
= ;Cudnto valen mg,, 6(Kp) y A(K;)?

<) 4
NN




Caminos

= Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices
distintos P = vy, o, ..., vk, donde (v;, vi11) € E(G),
i=1,...,k—1

= Una cuerda en P es una arista que une dos vértices no
consecutivos de P.

* Un camino inducido es un camino sin cuerdas. Denotamos por
Py al camino inducido de k vértices.

= ;Cudnto valen mp,, 6(Px) y A(Pk)?



Circuitos y ciclos

= Un circuito en un grafo G es una secuencia de vértices

C = vy, v,..., Vi, no necesariamente distintos, donde
vi=vy (vi,viy1) € E(G), i=1,...,k—1

= Sik>3vyvy,...,Vve_1 son distintos, C se llama ciclo.

= Una cuerda en C es cualquier cuerda del camino vy, vo, ..., v

excepto (v, vk).

= Un ciclo es un ciclo inducido si no posee cuerdas. Llamamos
C al ciclo inducido de k vértices.

= ;Cudnto valen m¢,, 6(Cx) y A(Ck)?



Grafos bipartitos completos

= Un grafo G es bipartito si V(G) = ViU V,, con Vi y V;
disjuntos, y toda arista tiene un extremo en Vi y otro en V,.

= Un grafo G es bipartito completo si ademas todo vértice de
V1 es adyacente a todo Vvértice de V5. Llamamos K, s al grafo
bipartito completo tal que |Vi|=ry |V,| =s.

= ;Cudnto valen ng, ., mg, ., 0(Krs) y A(K:s)?



Teorema

Si un grafo tiene 6 0 mds vértices, entonces el grafo o su
complemento tienen un tridngulo.

Demo: Sea v € V(G). Como dg(v) + dz(v) = n—1 > 5, podemos

asumir s.p.g. que dg(v) > 3.
=

Si hay dos vértices adyacentes w y z en Ng(v), entonces v, w, z forman
un tridngulo. Si no hay dos vértices adyacentes en Ng(v), entonces
Ng(v) induce un subgrafo completo en G, y como |Ng(v)| >3, G
contiene un triangulo. O



Conexidn

= Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v
y w de G existe un camino de v a w.

= jCudles de los siguientes grafos son conexos?




Conexidn

* Un conjunto S es maximal (minimal) en relacién a una
determinada propiedad P si S satisface P, y todo conjunto S’
que contiene propiamente a S (que estd contenido
propiamente en S) no satisface P.

= Una componente conexa de un grafo es un subgrafo conexo
maximal.

= ;Cudles son las componentes conexas de estos grafos?




Conexidn

Observaciones

1. Todo vértice de un grafo pertenece a alguna componente conexa.
2. Un grafo es conexo si y sélo si tiene una sola componente conexa.

3. Dos componentes conexas distintas de un grafo son disjuntas.

Demo de 3.: Supongamos que v € Gy N Gy. Entonces para todo par de
vértices w, z de Gy U G, existe un camino de w a v y un caminode v a z
(de longitud cero si alguno es v).

w9

v z

De la union de esos dos caminos se puede extraer un camino simple de w
a z. Por lo tanto Gy U Gy es un subgrafo conexo, pero como Gy y G; eran
maximales, resulta G; = Gy, = Gy U Go. O



Distancia

= La longitud de un camino se mide por la cantidad de aristas
que lo componen.

= La distancia entre dos vértices v y w en G es la longitud del
camino mds corto entre v y w y se nota dg(v,w). Si el
contexto no es ambiguo, se abrevia d(v, w).
i Cudl es la distancia entre 1 y 57

= El disco Dy (v) de centro v y radio k (k > 0) es el conjunto de
vértices de G que estdn a distancia menor o igual que k de v.

i Cuadles son los discos con centro 1 en este grafo?




Grafos bipartitos

* Un grafo G es bipartito si V(G) = ViU V,, con Vi y V;
disjuntos, y toda arista tiene un extremo en Vi y otro en V5.

= jCudles de los siguientes grafos son bipartitos?




Teorema

Un grafo G es bipartito < todos sus circuitos son pares.

Demo:
=) Sabemos que V(G) = V4 U V, y toda arista va de V4 a V5. Sea
Vi, Vo, ..., V, un circuito en G. Si vy € V4 entonces los vértices de

subindice par tienen que pertenecer a V, y los de subindice impar a V.
Como v, es adyacente a vy, n tiene que ser par.

<) Sea v en V(G). Definimos V4 y V5 como los vértices que estan a
distancia impar o par de v, respectivamente. Supongamos que no es una
biparticidn, o sea, existen z y w que estdn a ambos a distancia par o
impar de v y son adyacentes. Como la diferencia entre las distancias es a
lo sumo 1, entonces estdn a la misma distancia. Sea v’ el primer vértice
en comun entre los caminos minimos de w a v y de z a v. La longitud de
los sub-caminos de w a v/ y de z a v/ tiene que ser la misma. Entonces
esos sub-caminos y la arista wz forman un ciclo impar. O



Conexidn

= Un punto de corte de un grafo G es un vértice v tal que
G — v tiene mds componentes conexas que G.

= jQué vértices son puntos de corte en estos grafos?

= Un grafo es biconexo si es conexo y sin puntos de corte.

= jCudles de estos grafos son biconexos?




Conexidn

= Un bloque o componente biconexa de un grafo es un subgrafo
biconexo maximal.

= jCudles son los bloques en estos grafos?




Conexidn

Observaciones

1. Un grafo es biconexo si y sélo si tiene un solo bloque.

2. Dos bloques de un grafo comparten a lo sumo un vértice. En
particular, cada arista pertenece a un tnico bloque.



Teorema

Sea G conexo y sea v un vértice de G. Son equivalentes:

1. El vértice v es un punto de corte de G.

2. Existen vértices u y w distintos de v tales que v estad en todo
camino entre uy w.

3. Existe una particién de V — v en Uy W tal que para todo uen Uy
para todo w en W, el punto v estd en todo camino entre u 'y w.

Demo: 1 = 3) Si v es punto de corte = G — v es disconexo. Sea U una
componente conexa de G — v y W los vértices restantes. Sean u € Uy
w € W; como estdn en componentes conexas distintas de G — v, todo
camino en G entre ellos contiene a v.

3 =2) Tomamos uen Uy wen W.

2 = 1) Si v estd en todo camino de u a w, entonces no existe un camino
entre uy wen G — v. Por lo tanto G — v no es conexo, y v es punto de

corte de G. O



Conexidn

= Un puente de un grafo G es una arista e tal que G — e tiene
mas componentes conexas que G.

= Sea G conexo, v un punto de corte y e un puente. jPuede ser
que G — v tenga mas de dos componentes conexas? ;Y G — e?

= jExiste algun grafo biconexo que tenga un puente?

Rta: Sélo el grafo formado por una dnica arista. Si e = vw es
un puente en G, entonces las componentes conexas de G — e
son Gy y Gp, donde v € Gy y w € Gp. Notemos que v es
punto de corte en G salvo que G; = {v} y w es punto de
corte en G salvo que G, = {w}. Entonces, si G es biconexo,

V(G) = {v,w} y E(G) = {e}. 0



Teorema

Sea G conexo y sea e = ij una arista de G. Son equivalentes:
1. La arista e es un puente de G.
2. La arista e no esta en ningtn ciclo de G.

3. Existen vértices u y v tales que e estd en todo camino entre u y v.

Demo: 1 = 2) Si e estd en un ciclo C, entonces C — e es un camino P
entre / y j. En cualquier camino entre dos vértices u y v, la arista e
podria ser reemplazada por el camino P. Luego e no es puente.

2 = 3) Sean i y j los extremos de e. Si para todo par de vértices u, v
existe un camino que los une y no pasa por e, en particular existe un
camino P entre i y j que no usa e. Pero entonces P U e es un ciclo.

3= 1) Si e estd en todo camino de u a v, entonces no existe un camino
entre uy ven G —e. Porlo tanto G — e no es conexo, y e es un puente

de G. O



